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可变形圆化多边形离散单元法 

周洋诗琦，赵兰浩，邵琳玉，毛  佳 

（河海大学 水利水电学院，江苏 南京 210098） 

 

摘  要：将基于圆化多边形离散单元法与有限元方法结合，提出一种可变形圆化多边形离散单元法。此法对块体离散元进行

圆化处理，可较好地表征不规则块体外形，又保留了颗粒离散元计算高效的优势。在求解接触力时，消除了角点处法向奇异

等问题，同时增强计算的稳定性和简化接触判断。同时对切向接触力计算模型进行修正，使得接触力计算效率得到提高。此

法突破了圆化多边形刚体假设的限制，可以精确计算任意形状不规则离散单元之间的相互作用，对单元的运动和变形进行模

拟。通过超静定梁冲击试验、不规则块体单轴压缩试验和料斗流动“卡阻”试验 3 个数值模拟算例，论证此法可以有效地捕捉

单元的碰撞、分离和变形等空间运动和自身特性以及其细观力学表征。 
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A deformable spheropolygon-based discrete element method 
 

ZHOU Yang-shi-qi,  ZHAO Lan-hao,  SHAO Lin-yu,  MAO Jia 
（College of Water Conservancy and Hydropower Engineering, Hohai University, Nanjing, Jiangsu 210098, China） 

 

Abstract: A deformable spheropolygon-based discrete element method (DSEM) which combines the spheropolygon-based discrete 

element method (DEM) and the finite element method (FEM) is proposed. In this method, with the rounded discrete elements, the 

shape of the irregular blocks can be well characterized while the high efficiency advantage of particle discrete element method is also 

kept. The proposed method can not only eliminate the normal singularity at the corner but also improve the stability and simplify the 

contact judgment during contact force calculation. Meanwhile, the calculation model of the tangential contact force is also modified 

to improve the efficiency of contact force calculation. The DSEM breaks through the limitation of the rigid body hypothesis of the 

spheropolygon. Thus, the interaction between discrete elements with arbitrary shape can be accurately calculated, and the movement 

and deformation of the elements can also be simulated. Finally, three numerical examples including the dynamic response of statically 

indeterminate beam, the uniaxial compression test of irregular block, and hopper flow test is simulated using the DSEM to prove that 

the proposed method can effectively capture both the spatial motion as well as characteristics of elements (such as collision, 

separation and deformation) and their microscopic mechanical characterization. 

Keywords: spheropolygon-based DEM; deformable particles; contact force 

 

1  引  言 

岩体中存在大量方向各异、尺寸各异的不连续

面，使得岩体表现出很强的不连续性和非线性。对

这类非连续介质问题的描述多依赖于非连续数值方

法，如不连续变形分析（discontinuous deformation 

analysis，简称 DDA）、以及离散单元法（discrete element 

method，简称 DEM）[1]。其中离散单元法原理简单，

发展迅速，被广泛应用于不同学科，具有传统的基

于连续性变形假设的数值方法不可比拟的优势[2-3]。 

根据单元几何特征离散元可以分为两类，颗粒

离散元和块体离散元。颗粒离散元的单元形状一般

采用圆形或者椭圆形[4]，其形状简单，带来的优势

是接触判断和接触力计算非常简单[5]，但存在无法
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反映真实形态的问题，后有学者采用非圆形颗粒，

如高次曲面[6]、组合球颗粒[7]进行模拟，但高次曲

面模型只适用于特定的颗粒形态，组合球颗粒也不

足以描述结构真实形状，且颗粒数量庞大[8-9]。 

多边形块体离散单元可以更真实地描述块体形

状，其具有锋利的边缘和平坦表面，规避了椭圆、

超二次曲面对称性的局限[8]。但是块体离散元接触

判断难度大，块体单元间存在不同的接触形式需要

单独判断确定，如点−点接触、点−边接触和边−边

接触等，缺乏一个简单统一的接触检测模型。此外，

当两个多边形单元发生点−点接触时，现有的接触

模型的鲁棒性欠佳[10-11]。 

Munjiza 等[12]提出的有限−离散单元耦合分析

方法（combined finite-discrete element method，简称

FDEM），建立了全新的接触计算模型，避免了原本

离散单元法中繁琐的接触形式讨论。但有限−离散

单元耦合法对单元类型有严格的限制，复杂模型只

能离散为三角形单元，在进行几何形状复杂的块体

离散时，会导致单元数量巨增，计算效率低下[13]。

此外，由于线性三角形有限元公式欠缺，离散的单

元应力和应变被假定为恒定，虽然三角形单元的高

阶插值函数已与其他方法结合来克服这一缺陷，但

受限于高成本的计算资源，实现并不理想[14]。 

圆化多边形离散单元法[15-17]兼容了块体元和颗

粒元的优点，其基本思想是将块体尖锐的角点进行

圆化处理，这样既可以较好地表征不规则块体外形，

又保留了颗粒离散元计算高效的优势，在求解接触

力时，接触方式的改变不会引起接触力的突变，消

除了角点处法向奇异等问题[14]，同时还可增强计算

的稳定性和简化接触判断[18]。然而，这种方法仍然

存在一些缺陷，圆化多边形离散单元法中的切向力

计算成本高昂，接触力的计算是在接触对之间进行

的，一个单元可能存在多个接触对，这就需要很大

的计算机内存来存储所有单元边界的接触历史和接

触力矢量，以及每一时刻块体的位移增量[14,19]。除

此之外，现有的圆化多边形离散单元研究中都采用

刚体假设，这样无法捕获单个离散单元的变形行   

为[20-21]。 

针对上述问题，本文提出了一种可变形圆化多

边形离散单元法（A deformable spheropolygon-based 

discrete element method，简称 DSEM）。与基于圆化

多边形离散单元法相比，本方法突破圆化多边形单

元刚体限制，可对任意形状单元运动变形进行精细

刻画。在存储单元间接触力时，不从几何元素出发，

而是从整体考虑，仅记录单元与单元间的接触历史，

从而节约大量内存。通过超静定梁冲击试验、不规

则块体单轴压缩试验和料斗流动“卡阻”试验三个数

值模拟算例论证本文提出方法的可行性和准确性。 

2  可变形圆化多边形离散单元法 

2.1  圆化多边形离散单元概述 

圆化多边形的雏形是在 2004 年由 Hopkins[22]

提出的，他参考了数学形态学领域膨胀操作，从球

体集合中构造复杂形状的单元，以椭球单元为例，

提出了凸多边形接触检测算法。Pournin 等[15-17]在

2005 年比较完整地提出了非圆形颗粒离散单元法，

采 用 闵 可 夫 斯 基 和 理 论 进 行 圆 角 化 。

Alonso-Marroquin[14, 21]在 2008 年正式提出圆化多边

形离散单元法，用于模拟二维的复杂形状刚体相互

作用。Galindotorres 等[19]在 2010 年系统地提出了基

于圆化多边形离散单元法的框架，并通过真三轴模

拟试验证了颗粒形状对无黏性土的强度和剪胀特性

的影响。 

圆化多边形方法就是对多边形进行圆化处理，

圆化操作有数学图形学的膨胀操作和闵可夫斯基和

两种理论基础。只有 Hopkins 采用数学图形学的膨

胀操作，其余大部分都采用闵可夫斯基和作为理论

依据。 

圆化多边形是将圆盘 S 围绕多边形的外轮廓移

动，构成最大的几何形状 SP，为保证圆化后的多边

形 SP 与原始多边形等大，故先将原始多边形进行

收缩得到圆化多边形骨架 H，再经圆盘 S 膨胀。其

中缩减和膨胀采用相同的半径 R 进行计算。具体过

程如图 1 所示。 

 

 
图 1  圆化多边形的生成 

Fig.1  The generation of a spheropolygon 

 

2.2  可变形圆化多边形离散元 

离散单元遵循刚体假设，为了使刚性单元发生

变形，将离散元内部划分有限元网格，如图 2(a)所

示。以最外层有限单元为最小接触单元，进行接触

检测和接触力计算，如图 2(b)所示。圆化多边形用

于计算接触力，包括法向接触力和切向接触力。 

2.3  法向接触力计算 

圆化多边形 SP1 和 SP2 相互接触，如图 3 所示。

SP1 和 SP2 的法向接触力为骨架几何元素之间的作

R 

H
S 

R

SP
H收缩 膨胀 
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用力之和，包括顶点与顶点、顶点与边的所有元素

集合，由于接触判断考虑的是元素之间最短距离，

二维情况下边−边接触可以简化为点−点接触或点−

边接触，于是法向接触力可表示为 

     
1 1 1

2 2 2

n n 1 2 n 1 2 n 1 2
1, 1, 1,
1, 1, 1,

, , ,i j i j i j

i NV i NV i NE
j NV j NE j NV

V V V E E V
  
  

    P P P P

                                        （1） 

式中：V1、V2 和 E1、E2分别为骨架 H1、H2的顶点

和边；NV1、NV2 和 NE1，NE2 分别为骨架 H1、H2 

的顶点和边的个数；  
1

2

n 1 2
1,
1,

,i j

i NV
j NV

V V



 P 表示点−点接触

的 法 向 接 触 力 求 和 ；  
1

2

n 1 2
1,
1,

,i j

i NV
j NE

V E



 P 和

 
1

2

n 1 2
1,
1,

,i j

i NE
j NV

E V



 P 表示点−边接触作用力之和。 

 

 
(b) 接触单元 

图 2  离散块体有限元网格划分 
Fig.2  Finite element meshing indiscrete blocks 

 

 
(b) 顶点到顶点 

图 3  SP1和 SP2之间各几何元素的最短距离 
Fig.3  The minimum distance between SP1 and SP2 

法向接触力作用于 SP1的力矩 nM 为 

n n n M r P               （2） 

式中： nr 为合力 nP 的载荷位置到 SP1 质心的矢量。 

n n
1

n

n
1

| |

| |

m
i i

i
m

i

i










P r
r

P
               （3） 

式中：m 为 SP1的接触对数； n
iP 为从一个接触对获

得的法向接触力； n
ir 为从 n

iP 的载荷位置到的 SP1质

心的矢量。 

2.4  切向接触力计算 

在非连续介质滑动问题中，单元与单元之间接

触碰撞，如图 4 所示，单元所受的切向接触力方向

和大小会随时间不断改变，现有的切向位移增量求

解格式，规避了切向接触力方向不好确定的问题，

但其需要记录所有接触对几何元素的接触历史、接

触力分量以及每个时刻的增量位移，当单元数量很

大时会使得计算效率严重下降[21]。 

 

 
图 4  切向接触力的计算模型 

Fig.4  Calculation model of the tangential contact force 

 

为了克服上述问题，SP1 的切向力 sP 由 SP1 与

SP2 每一时刻切向位移增量值 s 确定，如图 4 所

示。由切向力方向垂直于法向接触合力矢量 nP 从而

确定切向力方向，并且引入旋转矩阵实时更新修正

切向接触力方向，载荷位置与总法向接触力矢量 nP

相同。接触对的切向力 sP 和切向位移增量 s 存储

在计算机存储器中。原本所需的计算机内存被大量

释放，计算变得更加高效。 

第 t t  时刻切向力增量 t
s
tP 可以表示为 

s s s
t t t tK    P             （4） 

式中： sK 为切向接触刚度； t t  时刻切向增量位

移 s
t t 计算如下： 

 s n n
t t t t t t        s s n n      （5） 

式中： t ts 为 SP1 到 SP2 之间的位移增量； nn 为

单元法向接触合力的方向矢量。由于法向力方向矢

量每一步都更新，故切向力矢量 s
t tP 的方向在每个

时间步也需要用旋转矩阵 r 调整： 

离散块体 最外层单元

接触单元 圆化多边形

(a) 离散块体内部划分四边形网格 

细部放大 

SP1 SP1 

SP2

SP2 

H1

H2

Pn1 Pn2Pn 

Ps2Ps1 Ps
nn s

n s

Y
X

(a) 顶点到边 

H2 

R2 

R1 

H1 

SP1 SP1 

SP2 SP2 

SP2 

SP2 

SP1 SP1 

H2 

H1 

R2 

R1 
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t
s s s
t t t t    P r P P           （6） 

式中： r 为 t 时刻到 t t  时刻之间的旋转矩阵，由

上一时刻和当前时刻物体所受到的法向接触合力方

向矢量确定。 

切向力 s
t tP 由摩尔−库仑屈服准则确定： 

s s n smin( , )t t t t t t   P P P n        （7） 

式中：  为摩擦系数； sn 为时切向的单位矢量。 

切向接触力所贡献的力矩为 

s s s M P r              （8） 

式中： sr 为 sP 荷载力位置到单元质心的向量。 

2.5  接触力与等效节点力的转换 

离散单元法中的离散元只有一个基本节点（单

元的形心点），这与有限单元法采用网格节点不同。

需要将离散元求解得到的接触力根据静力等效原则

转化为有限单元的等效结点荷载，如图 5 所示。再

通过求解动力控制方程，得到位移、速度等响应量。

等效节点力的求解采用直接平均法。 

 

 
图 5  等效节点力求解 

Fig.5  Solution of the equivalent nodal force 
 

作用在接触单元上的合力 contactP 和力矩 TM 为 

            contact n s P P P            （9） 

T n s  M M M            （10） 

将接触合力 contactP 和合力力矩 TM 平均分配给

接触单元的节点。接触力的等效节点力为 

contact F T
i i i f f f             （11） 

式中： F
if 为接触力作用的节点力； T

if 为合力力矩

提供的节点力。 

F
if 可以表示为 

contact
F
i

n


P
f              （12） 

式中： n为接触单元的节点数。 

节点分配的节点力矢量 T
if 定义为 

T T i

i i
Fff n                （13） 

iFn 是节点位移的方向，满足 

T

T
i

i
F

i





M r

n
M r

              （14） 

式中： ir 为形心到各节点的矢量。 

节点力 T
if 计算表达式如下： 

2

T T
T

T
T

1

i i
i n

i
i i

i

r
r






  
 


M M r
f

M r
M r

       （15） 

2.6  动力控制方程显式求解 

本计算方法充分考虑单元的变形特性，涉及几

何非线性，包括大位移、大应变，因此以有限单元

为基本接触单元，接触判断以及接触力的求解仅在

最外层的有限单元之间进行。在实际应用中，这些

非线性问题可以用非线性有限元方法来解决。常用

的非线性有限元求解格式有完全拉格朗日格式和更

新拉格朗日格式。本文采用根据更新拉格朗日格式

（the updated Lagrangian formulation，简称 UL）求

解计算[23]。 

t 是参照现时构形定义的柯西应力，第二类

Piola-Kirchhoff 应力是相对于初始构形定义的对称

应力张量，本文采用 UL 求解增量问题，相对于初

始时刻 t 构形的第二类 Piola-Kirchhoff 应力等于柯

西应力，即 

t tS               （16） 

式中： tS 为相对于时刻 t 的第二类 Piola-Kirchhoff

应力； t 为参照现时构形定义的柯西应力。 

t t  时刻的第二类 Piola-Kirchhoff 应力分解

为时刻 t 的应力和增量应力之和： 

t t t t      S S S S        （17） 

式中： t tS 为 t t  时刻的第 2 类 Piola-Kirchhoff

应力；S 为增量应力。 

在增量求解期间，应变增量E 等于 t t  时刻

的 Green 应变 t tE ，即 

t t E E           （18） 

   iE B a             （19） 

式中： 为变分算子； B 为 t 时刻构型对应的增量

应变−位移转换矩阵； ia 为 t 时刻到 t t  时刻单

元的节点位移增量。 

根据虚功原理： 

(a) 两接触单元间节点力 

Pcontact 
Pcontact 
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8
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1

f 1
 

f 3
 

f 4
 

f 5
 

f 6
 

f 7

f 8
 

(b) 两接触单元等效节点力 
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T T T( )d d dt V V A        E S u p u q  （20） 

式中：V 和 A 为时刻 t 物体构型占据的区域和规定

外力的边界； p 和 q 分别为相对于时刻 t 构型定义

的体力和面力的载荷矢量；u为增量位移。 

又由于 i  u  N a ，N 为插值函数（形函数），

两边同时消去 ia ，可以得到平衡方程： 
T T T( )d d dt t V V A     B S N p N q   （21） 

内力的等效节点力矢量 inf 表示为 
T

in ( )dt t   f B S          （22） 

运动方程的时间离散化公式为 

ext in
t t t t t t t t

i i i im C     a f f v      （23） 

式中： im 和 iC 为结点 i 的质量和瑞利阻尼； t t
i
v 和

t t
i
a 为节点 i 在 t t  处的速度和加速度； ext

t tf 为

节点 i 在 t t  时的外力向量，包括总接触力接触

contact
t tf 和总外载荷载 load

t tf ； in
t tf 为节的内节点力向

量。 

求解运动方程采用显示求解格式，用 Velocity 

Verlet 算法[24]对运动方程进行积分。在预测阶段，

得到节点 i 在 2t t  时刻的速度和 t 时刻的位移： 

       
2

2
2

 

p t t t t
i i i

P t t t p t t
i i i

t

t



 

   

   

v v a

u u v
        （24） 

式中： t
iu 、 t

iv 和 t
ia 为节点 i 在时刻 t 的位移、速度

和加速度； 2p t t
i
v 为节点 i 在 2t t  时的预测速

度； p t t
i
u 为节点 i 在 t t  时的预测位移。 

节点 i 在时间步长的运动可以用如下式子表

示： 

2  
2

t t P t t
i i

t t p t t t t
i i i

t

 

  

 
   

u u

v v a
       （25） 

式中： t t
i
u 、 t t

i
v 和 t t

i
a 为节点 i 在当前阶段时间

步 t t  处的位移、速度和加速度。 

3  数值计算 

对于本文所提出的可变形圆化多边形离散单元

法，本节给出了几个算例验证所提方法的可行性和

准确性。首先通过超静定梁的冲击试验结果对比验

证计算方法的准确性；然后通过不规则块体单元单

轴压缩试验验证了本方法捕捉单元和单元在接触过

程中内部应力的能力；最后通过凹多边形卡阻试验，

表明本方法可以有效模拟可变形颗粒的运动行为。 

3.1  超静定梁冲击试验 

通过超静定梁受物块冲击试验证明本文提出的

计算方法计算梁的应力和应变的准确性。梁尺寸为

10 m×1 m（跨距×高度），大小为 0.5 m×0.5 m 的物

块以初始速度 1.0 sm/yv   垂直撞击梁。梁的左右

两端固定约束。物块和梁的单元结构如图 6 所示。

物块和梁都有相同的材料属性，弹性模量、泊松比

和 质 量 密 度 分 别 为 20 Pa GE  、 0.2  和
32 000 m kg/  。法向刚度和切向刚度分别为

n 0.2 Pa GK  和 s 0.2 Pa GK  。物块的单元数为 25，

梁的单元数为 1 000，网格大小为 0.1 m×0.1 m。 

 

 

图 6  梁和冲击物块的网格划分 
Fig.6  Meshing of the particle and the beam 

 

采用 ABAQUS 和可变形圆化多边形离散单元

法计算梁底中心点 A沿 y轴位移历程和主应力如图

7、8 所示。图 9 对比了不同时刻两种方法计算梁应

力分布图。从定性和定量的角度对比数值模拟结果，

结果表明本方法与 ABAQUS 模拟结果吻合良好，

进一步验证了本方法的准确性。 
 

 
图 7  对比可变形圆化多边形离散单元法和 ABAQUS 计算

A'点 y 向位移时间曲线 
Fig.7  Comparison of y-displacement histories at the center 

point A' between the DSEM and ABAQUS 

 

 
图 8  对比可变形圆化多边形离散单元法和 ABAQUS 计算

A'点主应力 
Fig.8  Comparison of major principle stresses at the center 

point A' between the DSEM and ABAQUS 
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(a) t =0.76 ms 

 
(b) t =1.71 ms 

图 9  梁的主应力对比图 
Fig.9  Comparison of the major principle stresses  

distribution in the beam 

 

3.2  不规则块体单轴压缩试验 

本节模拟了不规则块体组成的混合体系在单轴

压缩条件下的其内部应力变化。如图 10 所示，顶部

压板以恒定速度 1.0 s m/yv   向下运动，使得在准

静态条件模拟中每个块体都处于平衡状态。这些块

体具有相同的材料属性：法向刚度 n 5 GPaK  ，切

向刚度 s 5 GPaK  ，密度 32 000 m kg/  ，泊松比

0.25  ，弹性模量 2.0 GPaE  ，为直观捕捉物体 

 

间相互作用，忽略重力的影响。 
 

 
图 10  不规则多边形块体分布图 

Fig.10  Distribution of irregular polygonal blocks 
 

由于接触情况复杂，单元的应力分布也很复杂，

所以本节以定性的方式来展现本方法在复杂条件下

接触捕捉的有效性，如图 11 所示。最初，应力集中

只发生在模型的底部，因为单元之间处于相对松散

的状态，只有模型底部的单元与板大面积接触。随

着压板继续向下运动，可以观察到更多的应力集中

现象，主要集中在板和单元之间，单元和单元的接

触点部位，且更加显著，直至达到最终的稳定状态，

从期间一系列过程可以看出整个系统的应力场呈现

强不均匀性。进一步论证了本文提出的方法不仅可

以捕获粒子间的接触行为，而且可以计算粒子间的

应力状态。 

 
图 11  块体接触内部主应力结果图 

Fig.11  The major principle stresses inside the contacted particles 
 

3.3  料斗流动卡阻试验 

本节将验证一个颗粒流动的经典问题，通过料

斗的颗粒流出部分后，将会发生阻塞现象，堵塞是

由于料斗开口处形成拱引起的[25]。不同的学者从不

同的角度对此进行了研究，例如 Kiwing[26]研究了圆

盘颗粒尺寸与漏斗开口大小对卡阻的影响，

Alonso-Marroquin[21]研究了不同颗粒形状对卡阻的

影响，并得出结论凹形颗粒比凸形颗粒更容易堵塞。 

DSEM 

ABAQUS 

第一主应力/Pa

1.60×106

1.24×106

8.80×105

5.20×105

1.60×105

−2.00×105
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DSEM 
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第一主应力/Pa
1.20×106
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9.67×105

8.00×105

6.34×105

4.67×105

3.00×105

1.33×105

−3.33×104

−2.00×105

（2）时间为 51.84 s

（3）时间为 138.88 s 

（1）时间为 0.64 s 

（4）时间为 215.04 s

第一主应力/Pa 第一主应力/Pa

第一主应力/Pa 第一主应力/Pa 
3.82×10−3

2.02×10−3
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1.51×10−4

−1.07×10−3
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−3.52×10−3

−4.74×10−3
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1.65×107 
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−1.35×108 
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本节将采用可变形圆化多边形离散单元法模拟

凹多边形单元在料斗中的动力学行为并且分析不同

弹性模量对凹多边形颗粒卡阻的影响。3 组弹性模

量分别为 2.0、0.2、0.02 GPa，泊松比为 0.25  。

凹多边形颗粒选用十字形，十字形颗粒在料斗中随

机排列，料斗和十字形颗粒的几何形状及尺寸如图

12 所示。颗粒在重力作用下自由下落， 210 m/sg  ，

颗粒与颗粒之间不设置摩擦。其中，颗粒密度为
32 500 m kg/  ，法向刚度为 n 5 GPaK  ，切向刚

度为 s 5 GPaK  。料斗的弹性模量为 20.0 GPaE  ，

泊松比为 0.25  。 

不同弹性模量凹多边形各时间步（step）的应

力结果如图 13 所示。当 2.0 GPaE  时，如图 13(a)

所示，十字形颗粒发生卡阻现象，在开口附近形成

明显对称的拱形结构，但由于弹性模量较大，颗粒

之间没有明显变形。同样，当弹性模量 0.2 GPaE 
时，十字形颗粒也会相互卡住和挤压，如图 13(b)

所示，且粒子内部的应力增加。然而，在E 0.02 GPa 

 

的情况下，如图 13(c)所示，颗粒完全流出料斗，未

出现卡阻现象，颗粒之间挤压作用明显且产生了较

大变形，使得承载的拱结构稳定性丧失，其细部状

态如图 14 所示，相较于其他两组颗粒的内部应力最

小。因此，可以看出颗粒的变形特性会对颗粒宏观

动力行为产生显著影响，同时也验证了本文所提出

的方法可以有效模拟可变形颗粒的运动行为。 
 

 
(a) 料斗                (b) 十字形颗粒 

图 12  模型的几何特性 
Fig.12  The geometry properties of the model 

 
(a) E=2.0 GPa                           (b) E=0.2 GPa                          (c) E=0.02 GPa 

图 13  不同弹性模量模拟结果图 
Fig.13  Simulation results with different elastic moduli 

 

 

图 14  E=0.02 GPa 时颗粒变形细部图 
Fig.14  Deformation of particle with E=0.02 GPa 

 

4  结  论 

（1）本文提出了一种基于可变形圆化多边形的

离散单元法，将形状复杂的单元体进行圆化处理，

突破圆化多边形单元的刚体假设，从而更好研究形

状不规则单元的空间运动和自身变形特性以及其细

观力学表征。 

（2）提出了改进的切向接触力计算模型，以位

移增量法为基础、单元切向位移增量为未知量，计

算每一时间步的切向接触力大小，以单元法向接触

合力方向矢量确定接触力方向，引入旋转变换算法

修正每一时间步的方向矢量。 

（3）最后通过几个典型算例论证了本方法的准
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确性和有效性。 
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